 
ŞARTLI   İHTİMALLER


Tarif:  Bir kümenin alt kümeleri sınırlayıcı şartlarla belirleniyorsa bu alt kümeler içindeki olayların ihtimallerine şartlı ihtimaller denir.


Örnek: Bir insan topluluğu içindeki mavi gözlü kişilerin o topluluk içindeki ihtimali, aynı topluluktaki sarışınlar arasındaki mavi gözlülerin ihtimalinden farklıdır.

 
Problem:  İkili zar atışında  k + b < 4 şartı verildiğinde k = 1 olması ihtimalini bulunuz.


Çözüm: 
k + b < 4  için örnek uzayı: 
S = { (1,1), (1,2), (2,1) }

 

Bu örnek uzayında k =1 için küme
S’ = { (1,1), (1,2) }



S kümesi içinde k = 1 olmas ihtimali  =  2 / 3



Buna  (k + b < 4)  olduğunda (k=1) ihtimali diyoruz. 

              
Burada  (k + b < 4),  alt kümeyi belirleyen şart oluyor.

Şartlı ihtimaller şöyle gösterilir:   P(A|B)   ve “B şartı verildiğinde A’nın ihtimali” diye okunur. 


Problem: İki a harfi ve iki b sıralanıyor. Bütün sıralamalar için örnek uzayı:



S = { aabb, abab, abba, baab, baba, bbaa }


Son harfin b olma şartı (B) verildiğinde iki a ’nın bitişik olması (A) ihtimalini bulunuz.


Çözüm: 
B = { aabb, abab, baab }

 


A = { aabb,  baab, bbaa }   

 


A ∩ B = { aabb, baab}

 


P(A|B) = 2/3


Tarif:  Şartlı ihtimal, daraltılmış örnek uzayı.  B şartına bağlı olarak A’nın ihtimali P(A|B) şu eşitlikle tarif edilir:



__________________________________




        P(A ∩ B)




P(A|B)  =  ------------- ,  
P(B) =/= 0





P(B)

 

---------------------------------------------------

 
-----------------------     Uyarı  
-------------------------------------------------------

 
(1)  P(A|B) nadiren P(A ∩ B) dir, bunları birbirine karıştırmamak gerekiyor.

 
(2)  A|B bir küme sembolü değildir.

 
-------------------------------------------------------------------------------------------

 
Misal olarak iki renkli zar atışında örnek uzayı S’yi göz önüne alalım. A olayı “kırmızı zar çift”, B olayı da “beyaz zar 2” olsun.

 
P(A ∩ B) = 3/36 =  1/12
 
S’ = { (2,2), (4,2), (6,2) }

 
P(A|B) = 3/6 = 1/2  ‘dir.   (Beyaz zar 2 iken kırmızı zarın çift olma ihtimali.)

 
P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) = (1/12) / (1/6) = 6/12 = 1/2.


Teorem: Bağımsız olayların şartlı ihtimali. Eğer A ve B, sıfırdan farklı ihtimalli bağımsız olaylar ise, o zaman:



P(A|B) = P(A)     
ve
P(B|A) = P(B)

 
İspat:  A ve B bağımsız demiştik,  A ∩ B = B ∩ A olduğundan,



P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(A) . P(B)




       P(A ∩ B)
        P(A) . P(B)


     




P(A|B) =  -------------- =  ----------------- =  P(A).

 



P(B)

P(B)


Aynı şekilde 
P(B|A) = P(B) olduğu gösterilir.


Problem:  İki zar atışında  k + b >= 10  verildiğinde  k = 5 olması ihtimalini bulunuz.


Çözüm: 
B = { (4,6), (5,5), (5,6), (6,4), (6,5), (6,6) }

 


A = { (5,5), (5,6)}




P(A|B) = 2/6 = 1/3

P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) 









= (2/36) / (6/36) = 1/3   


 
Problem:  İki zar atışında eğer birinci zar 5 ise, ikinci zarın çift olma ihtimali nedir?

 
Çözüm:  
B = { (5,1), (5,2), (5,3), (5,4), (5,5), (5,6) }

 


A = { (5,2), (5,4), (5,6) }

 


P(A|B) = 3/6 = 1 / 2.

P(A|B) = P(A ∩ B) / P(B) 

 







= (3/36) / (6/36) = 1/2

 
Problem:   Bir denemede bir olayın vuku bulma ihtimali p ise, bunun n bağımsız denemede hep vuku bulma ihtimalinin pn olduğunu gösteriniz.

 
Çözüm: 
Denemeler bağımsız olduğundan: 
P = p1 . p2 . ,,, . pn = pn. 

 
Yazı-turada her atış için ihtimal 1/2, 

P(TTTT) = 1/2.1/2.1/2.1/2 = 1/16


Problem: Bir denemede bir olayın vuku bulma ihtimali p ise, bunun n bağımsız denemede en az 1 defa vuku bulma ihtimalinin 1-(1-p)n olduğunu gösteriniz.

 
Çözüm:  n sayıda denemede vuku bulma ihtimali pn olduğundan, hiç vuku bulmama ihtimali (1-p)n olur. Dolayısıyla, en az bir defa vuku bulma ihtimali, birbirini tamamlayan olaylarda ihtimaller toplamı 1 olduğundan  1 – (1-p)n   olur.

 
ÇOK  ELEMANLI  ÖRNEK  UZAYLARI

 
Bir örnek uzayında nokta (eleman) sayısı çok fazlaysa bunları listelemek uygun olmaz. Fakat daha önce gördüğümüz sayma metotlarını kullanarak eşit ihtimalli durumların ihtimallerini hesaplayabiliriz.

 
Problem: Doğum günü problemi. Bir odada k sayıda kişi bulunsun. Bunlardan ikisinin doğum gününün aynı olması ihtimali nedir? Bu ihtimalin 1/2 veya daha yüksek olması için en küçük k değeri nedir?

 
Çözüm:  Seneyi 365 gün kabul edip 29 Şubat’ı gözardı edersek, her kişi için 365 imkan vardır. Buradan da k kişi için 365k sayıda imkan olur.


-----------------------------------


|  365  |  365  |      … 
|  365  |


-----------------------------------


    1
   2
                k

 
Bu şekilde, S örnek uzayımızın 365k noktası var demektir. 


Şimdi de S örnek uzayında bir E olayını düşünelim. E şöyle verilmiş olsun: 

“k sayıda kişiden hiçbirinin doğum günü aynı değil.” Bu kısıt altında birinci kişi 365 mümkün değer, ikinci kişi için 364, üçüncü kişi için 363, … k’ıncı kişi için 365-(k-1),

veya 365-k+1 mümkün değer kalır. Çarpım kuralından k sayıda doğum günü için birbirinden farklı mümkün küme sayısı: 

 
365 . 364 . 363 . … (365-k+1)  olur ki, bu da E olayı için örnek noktaların sayısıdır.

 
 


  365 . 364 . … (365-k+1)


Buradan da:    P(E) = -----------------------------------

bulunur.

 




365k

Nihayet şu sonuca ulaşırız:   P(en az iki doğum günü aynı) = 1 – P(E).


Aşağıdaki tablo, k sayısına bağlı olarak elde edilen hesap sonuçlarını vermektedir:


Odadaki          
|

 
insan sayısı     
|    
5
 10
  20
  23
  30
 40
 60


------------------|---------------------------------------------------------------------

 
P(en az ikisi
|        0.027 
0.117   0.411
0.507
0.706
0.891
0.994

 

aynı)
|

 
Problem:  Bir okulun kadrosunda 30 öğretmen bulunuyor; 20 kadın, 10 erkek. Okul meselelerini tartışmak için rastgele seçilen 5 öğretmenden 

 
(a) hepsinin kadın olması,

 
(b) komitede tam 2 erkek olması ihtimalleri nedir?

 
Çözüm:  a)  Eşit olarak mümkün örnek sayısı: 

 



30C5  = 142,506    olur.

 


Hepsi kadın olan bir örnek

 



20C5  = 15,504   sayıda seçilebilir.

 
Dolayısıyla S uzayının 15,504 noktası “hepsi kadın” olma şartını sağlar. Buradan da, 

 




20C5




 


P(5 kadın) =   -------  =  ~ 0.109  

 




30C5
 

   b)  İki erkek üç kadın olarak seçim:





10C2 x  20C3  =  51,300  farklı şekilde olabilir.







10C2 x  20C3

Buradan da 
P(2 erkek 3 kadın) =  ----------------  =  ~ 0.360  







        30C5

Genel denklem:       Bir kümede n tane nesne olsun, bunlardan a tanesi A, ve b 


_

tanesi  A  olsun (a + b = n). Buradaki n nesneden r tanelik bir örnek seçiyoruz. Bu örnekte x sayıda A bulunması ihtimali nedir?

 





_

 



A                     A

toplam


-------------------------------------------------------------------------


örnekte


x
          r – x 

   r


örnekte değil
          a – x
         b - r + x
  
n – r 

 
-------------------------------------------------------------------------

 
toplamlar

a

b

  n 

 
-------------------------------------------------------------------------


Dolayısıyla genel formül:

 




      aCx  . bC(r-x)



P(x sayıda A)  =  ----------------- 







nCr

 
Problem:  Bir sınıfta 20 kız, 15 erkek olmak üzere 35 öğrenci var. 4 hediye kitap kur’a ile sınıftaki 4 kişiye dağıtılıyor.

 
a) Bütün kitapların 4 kız öğrenciye gitmesi ihtimali nedir?

 
b) Kitapların 2 kız ve 2 erkek öğrenciye gitmesi ihtimali nedir?

 
Çözüm:  a)  










           

         aCx  . bC(r-x)



20C4 . 15C0

    P(x sayıda A)  =  ---------------- ,

    P(4 kız)  =  --------------





 nCr 


  

    35C4
 




20C2 . 15C2
 

  b)
 P(2k, 2e)  =  --------------


     

 




   35C4 

 
SONLU  UZAYLAR  İÇİN  GENEL  İHTİMALLER  TEORİSİ

 
Önceki bölümlerde eşit ihtimalli örnek uzayları için bazı sonuçlar bulmuştuk. Mesela, A ve B olayları için şu eşitliği bulmuştuk:


P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A ∩ B)

 
Şimdi bir dizi aksiyom ve tarifler göreceğiz ki bunlar eşit ihtimalli olmayan örnek uzaylarındaki sonuçlar üzerinde de uygulanabilir.

 
Basit bir deney düşünelim. Bu deneyin özellikleri şöyle verilimiş olsun:

 
1)  Deneyin tam iki sonucu vardır.

 
2)  Her bir sonuç için belli bir ihtimal vardir ve bu 0 ile 1 arasındadır.

 
3)  Sonuçlar eşit ihtimalli değildir.

 
4)  İki sonuca ihtimal tayin etmenin açık bir youlu yoktur.


Raptiye Deneyi








               -----------------------


 
Bir raptiye düzgün ve sert bir yüzeye atılmış olsun.

Y

Yere çarpıp durduğu zaman ya yukarı ya da aşağı dönük 

olarak durur. Bu deneyin iki mümkün sonucu bunlardır.


       A


Para atışındaki yazı ve tura gibi. 


Her seferinde raptiye atıldığında, Y ve A sonucunun           -----------------------

sabit bir ihtimali olduğunu   P(Y) = p,   P(A) = 1 – p düşünebiliriz.

Fakat para atışındaki gibi  p = 1/2 kabul edemeyiz, çünkü Y ve A için sonuçlar eşit ihtimalli değildir.   

 
Raptiye atışlarında P(Y) ihtimalini mesela 50 atışiçin bulabiliriz, fakat bu tahmini bir P(Y) değeri olur, mesela 0.4 gibi. Bunun yerine P(Y)’nin doğru fakat bilinmeyen bir p değeri olduğunu kabul edersek hangi hesapları yapabiliriz?

 
Problem:  İki atış. Raptiyeyi iki defa atıyoruz ve ilk atışta Y gelme gelme ihtimali p ise, her atışta Y gelme ihitmali ne olur?

 
Çözüm: Atışların bağımsız olduğunu kabul ediyoruz. Atış çiftlerimiz için örnek uzayımız şöyledir:

 
 

    ikinci atış

 



   Y   

   A

 
---------
--------
|------------------------------------

 
ilk 
   Y
|
(Y, Y)

(Y, A)


 
atış
   A
|
(A, Y) 

(A, A)

 
-------------------------------------------------------



 
Bir atışta E1 olayının sonucu Y, E2 olayının sonucu da Y olsa, E1 ve E2 sonucu için ihtimal:

 

P(E1) . P(E2) = p2 olur,       yani P(Y,Y) = p2.

 
Aynı şekilde (Y,A)  için ihtimal,

 

P(A,Y) = p.q       (q = 1- p)      olur.

 
P(Y) = p için ihtimal 0.4 olarak verilmiş olsa:

 

P(Y,Y) = 0.4 x 0.4 =  0.16

 

P(Y,A) = 0.4 x 0.6 =  0.24

 

P(A,A) = 0.6 x 0.6 =  0.36  olur.

 
Problem:  Raptiye örneğinde iki atışta dört mümkün sonucun ihtimallerini bulunuz. P(Y) = 0.3  kabul edilecek.


Çözüm:  
P(Y,Y) = 0.09

P(A,A) = 0.49

 


P(Y,A) = 0.21

P(A,Y) = 0.21

 
Problem: Önceki problemde verilen şartlarda şu ihtimalleri bulunuz:

 


a) En az bir atış Y olacak,

 


b) İkinci atış A,

 


c) İlk atış Y ise ikinci atış A olacak,

 


d) İki atış da aynı olacak.

 
Çözüm:   a) En az bir atış Y için 


 





P(bir Y) = 1 – P(A,A) 

 






  =  1 – 0.49 = 0.51

 

    b)  İkinci atış A için







P(ikinci A) = P(Y,A) + P(A,A)

 






       =  0.21 + 0.49 = 0.70

 

    c) İlk atış Y ise ikinci atış A için,



Atışlar birbirinden bağımsız olduğu için ikinci atışın A olması







P(A) = 1- P(Y) = 1 – 0.3 = 0.7

 

   d)  İki atış da aynı olması için,

 





P(aynı) = P(Y,Y) + P(A,A) = 0.58

 
ÖRNEK UZAYI VE İHTİMALLER

 
Bu bölümde bir deneyin daha önce gördüğümüz örnek uzayı kavramı için ihtimallerin aksyomlarını geliştirmeye çalışacağız. Hatırlayacak olursak bir örnek uzayı bir elemanlar kümesidir, öyle ki bir deneyin bir sonucu bunun bir elemanına tekabül eder. Burada gene sonlu örnek uzaylarını, yani sonlu sayıda örnek noktası olan uzayları ele alıyoruz. 

 
Sonlu bir örnek uzayında her bir örnek noktaları kümesine olay diyoruz. Tek örnek noktası olan olaylara elementer olay diyoruz.

 
Bir deneyin sonucu bir E alt kümesi içindeki bir noktaya karşılık geliyorsa, E olayı oldu diyoruz. Boş küme de bir olaydır, fakat bu hiç vuku bulmaz, çünkü içinde bir nokta yoktur.

 
Misal:  Yeni bir okul için yardım toplanması. Yeni bir okul inşası için bir anket yapılıyor. Oy verecek 100 kişiye şu sorular soruluyor:

 
1) Yeni okul için yardım toplansın mı?

 
2)  İnşası düşünülen okulun semtinde eviniz var mı?

 
Değerlendirme: Ankette oy kullanan kişileri dört kategoriden birinde sayabiliriz.

 
e1 = Yardım toplansın diyen ve semtte evi olan.

 
e2 = Yardım toplansın diyen fakat semtte evi olmayan.

 
e3 = Yardım toplanmasın diyen ve semtte evi olan.

 
e4 = Yardım toplanmasın diyen ve semtte evi olmayan.

 
S = { e1, e2, e3, e4 } kümesi,  tek-oyveren deneyi için uygun bir örnek uzayıdır. Fakat bundan 100 oy deneyi için sonuçları değerlendirmek üzere bir şema oluşturabiliriz.

 
S’nin (boş olmayan) alt kümeleri şunlardır:


{ e1 },  { e1, e2 },  { e2, e4 },  { e1, e3, e4 },

 
{ e2 },  { e1, e3 },  { e3, e4 },  { e2, e3, e4 },

 
{ e3 },  { e1, e4 },  { e1, e2, e3 },  { e1, e2, e3, e4 },

 
{ e4 },  { e2, e3 },  { e1, e2, e4 }.

 
Bu alt kümelerden herbiri bir olaydır.

 
E1 = { e1 },  E2 = { e2 }, E3 = { e3 } ve E4 = { e4 }  tek elemanlı alt kümeler olduğu için bunlara elementer olay diyoruz.

 
Her olay bir veya daha fazla birbirinden farklı elementer olayın birleşimidir (union).

 
Bu tariflere göre:

 
“Yardım toplansın” diyenleri 
E1 U E2 = { e1, e2 } şeklinde,

 
Evi var veya “yardım toplanmasın” diyenleri de  { e1, e3, e4 } alt kümesi ile ifade edebiliriz.

 
{ e1, e2, e3, e4 } olayı ise bütün örnek uzayı S’dir ve “ankete katılan” diye düşünülebilir.

 
Birazdan bu örnek uzayı içindeki kümelere nasıl ihtimaller atayacabileceğimizi inceleyeceğiz.


İhtimaller:  S örnek uzayı verilmiş olsun. Bunun olaylarına ihtimaller atamamız için,



S = { e1, e2, e3, …, en }  n sayıda örnek noktası olan bir örnek uzayı olsun. S içindeki her olaya bir sayı belirliyoruz ve buna olayın ihtimali diyoruz. Bu ihtimaller için aşağıdaki aksiyomları kabul ediyoruz:


SONLU ÖRNEK UZAYLARI İÇİN AKSİYOMLAR

 
Aksiyom I.  Pozitiflik. Her olaya verilen ihtimal, pozitif bir sayı veya sıfırdır. 

 
Aksiyom II. Kesinlik. Bütün örnek uzayının ihtimali 1’dir.

 
Aksiyom III. Birleşimler. A ve B birbirini dışlayan olaylar ise,  

P(AUB) = P(A) + P(B).

 
Bazı uygulamalarda n örnek noktasının aynı ihtimalle vuku bulacağını kabul edebiliriz. Bu durumda her elementer olaya 1/n ihtimalini veririz. Fakat birçok uygulamada elementer olayların ihtimalleri farklıdır. Okula-yardım örneğinde, aynı kategoride oy verenlerin toplam oy veren sayısına oranına eşit ihtimal atayabiliriz. 

Böylece mesela, % 40 yardımı destekliyor, semtte evi var,

 


   % 20 yardımı destekliyor, semtte evi yok,

 


   % 30 yardıma karşı, semtte evi var,

 


   % 10 yardıma karşı, semtte evi yok,

durumları için elementer olaylara şu ihtimalleri verebiliriz:

 

P(E1) = 0.4, 
P(E2) = 0.2,
P(E3) = 0.3, 
P(E4) = 0.1

Bunu bir tabloda gösterecek olursak:

 



evi var


evi _ yok

  



   O 


     O

 
----------------------------------------------------------------------


yardımı
  F   |
E1,  P1=0.4

E2,  P2=0.2

 
destekliyor              |

 
------------------ ---- |----------------------------------------------

 
yardımı
   _   

 
desteklemiyor
   F  |
E3, P3=0.3 

E4,  P4=0.1

 
-----------------------------------------------------------------------

 
Bu tabloyu kullanarak anket sorularına verilecek “evet” veya “hayır” cevbıyla yukarıda bahsettiğimiz dört kategoriyi elde edebiliriz.

 
Problem:  Elementer olayların ihtimali yukarıdaki tabloda verildiği gibi olursa, tesadüfi seçilen bir oyverenin,

 
a) Yardımı destekleyen olma ihtimali nedir?

 
b) Yardımı destekleyen veya semtte oturan bir kişi olma ihtimali?

 
c) Yardıma karşı veya semtte evi bulunmaması ihtimali nedir?











       _
   _

 
Çözüm: Örnek uzayındaki her olay O ve F 
ve bunların tamamlayıcısı O ve F

olayları cinsinden ifade edilebilir.

 
F = { e1, e2 } = E1 U E2
yardımı destekleyen

 
O = { e1, e3 } = E1 U E3 
semtte evi olan

 
Böylece, sorudaki olayların ihtimalleri şunlardır:


a)       P(yardımı destekleyen)
= P(F) = P(E1) + P(E2)

 




= 0.4 + 0.2 = 0.6




 
b)      P(yardımı destekleyen veya evi olan) = P(F U O)

 





          = P(E1) + P(E2) + P(E3)


 





          = 0.4 + 0.2 + 0.3 = 0.9

 





       _  
  _

 
c)        P(yardıma karşı veya evi yok)
= P(F U O) 

 





= P(E2) + P(E3) + P(E4)

 





=  0.2 + 0.3 + 0.1 =  0.6

 
Teorem: A veya B veya ikisi

P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B)

 
Teorem: Birbirini dışlayan olaylar.  A1, A2, …, An birbirini dışlıyorsa

 
 

P(A1 U A2 U … U An) =  P(A1) + P(A2) + … + P(An)


 






    _

 
Teorem: Birbirini tamamlayan olaylar. 
P(A) = 1 – P(A)

 
Okula yardım örneğinde 
P(F U O) = P(E1) + P(E2) + P(E3) = 0.9 

Bulmuştuk. P(F U O)’ya ait olmayan noktalar ne F’ye ne de O’ya ait olmadığından, 


 _      _  






         _
     _  


Bunlar (F ∩ O)’ya aittir, dolayısıyla burada (F U O)’nun tamamlayıcısı (F ∩ O)’dur.

 



     _
 _

Buradan da: 
P(F U O) = 1 – P(F ∩ O)

 


    = 1 – 0.1  = 0.9   
bulunur.

Aynı sonuca başka bir yoldan da ulaşabiliriz:     P(F U O) = P(F) + P(O) – P(F ∩ O)

 


 



         = 0.6 + 0.7 – 0.4 = 0.9


(Dikkat: F ve O olayları birbirini dışlayıcı olmadığı için P(F ∩ O)’yu çıkattık!)

 
Eksersizler

 
Problem:  A ve B olayları bir S örnek uzayında şu ihtimallerle verilmiş olsun:


P(A) = 0.4
P(B) = 0.3 
P(A ∩ B) = 0.2   (A ve B’nin ortak elemanı var.)

 Bu durumda şu ihtimalleri bulunuz:


a)  A U B

Çöz:   
P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B) = 0.5

 
      _



    _

 
b)  A


Çöz: 
P(A) = 1 – P(A) = 0.6

 
     _



    _

 
c)  B 


Çöz: 
P(B) = 1 – P(B) = 0.7

  
      _



    _                 _

 
d)  A ∩ B

Çöz:  
P(A ∩ B) = P(A) . P(B) = 0.18

 

 _ 



_

_
        _


e)  A U B

Çöz: 
P(A U B) =  P(A) + P(B) – P(A ∩ B)

 
     _
 _


    _      _         _          _          _     _  

 
f)  A U B

Çöz:   
P(A U B) = P(A) + P(B) – P(A ∩ B) = 1.3 –0.42











= 0.88

 
Problem: Renk körlüğü. Erkeklerin % 5’i,  kadınların da  % 1’inin renk körü olduğunu kabul edelim. Nüfusun % 50’sinin erkek % 50’sinin de kadın olduğunu kabul edelim. Bu durumda tek kişiyi örneklemek için bir örnek uzayının elemanlarını yazınız ve şu ihtimalleri hesaplayınız:


a) Kişi erkek ve renk körü.

 
b) Kişi kadın ve renk körü.

 
c) Kişi renk körü.








P(E) = 0.50 




 







P(E1) = 0.05


                             



     E    -------  
P(E2) = 0.95

 
Çözüm: Örnek uzayı için 
kişi          

 





     K    -------  
P(E3) = 0.01

 







P(E4) = 0.99

 





P(K) = 0.50

 
a) 
P(E) . P(E1) = 0.50 . 0.05 = 0.025 
 
(P1)

 
b) 
P(K) . P(E3) = 0.50 . 0.01 = 0.005 

(P2)

 
c) 
P(renk körü) = P1 + P2 = 0.025 + 0.005

 
BAĞIMSIZ OLAYLAR

 
Daha önceki derslerde gördüğümüz bağımsızlık ve bağımlılık tarifleri, sonuçları eşit ihtimalli olmayan örnek uzaylarına da uygulanır. 

  
Problem: “Okula yardım” örneğinde F ve O’nun bağımlı olduğunu gösteriniz.

 
Çözüm: 
F = { e1, e2 },   O = { e1, e3 }

 


F ∩ O = { e1}




P(F) = 0.6 
P(O) = 0.7
P(F ∩ O) = 0.4

 

ve  
P(F ∩ O) =/= P(F) . P(O)

 


          0.4 =/= 0.6 x 0.7 = 0.42

 
(Bu iki olay bağımsız olsaydı kümelerin ihtimallerinin çarpımı, kesişimin ihtimaline eşit olacaktı.)

  
Problem:  Raptiye atışında P(Y) = 0.4 olan bir raptiye iki defa atılıyor. 

E olayı “birinci atış yukarı”, F de “ikinci atış yukarı” olsa, aşağıdaki atış çiftlerinin bağımısız olduğunu gösteriniz:

 


            _              _                      _      _   

 
a)   E ve F,  
b) E ve F, 
c) E ve F, 
d) E ve F

 
Çözüm: Mümkün sonuçlar için tablo:

 



ikinci atış

 


              
  _
sıra toplamı


 



  F     
  F 


 



(Y) 
(A)

 
ilk atış  E  (Y)          
0.16
0.24
0.40   

                
_

 

E   (A) 

0.24
0.36
0.60

 

sütun

0.40
0.60
1.00

 

toplamı

 
a) Bu durumda,  P(E) = P(F) = 0.4

 


P(E ∩ F) = P(Y,Y) = 0.16




P(E) . P(F) = 0.4 . 0.4 = 0.16  
olduğundan E ve F bağımısızdır.

 



 _

_

 
b) Aynı şekilde  P(E ∩ F) =  P(E) . P(F) = 0.24


 

    _    

_ 

         _
    _
     _
   _

 
c) Ve
P(E ∩ F) =  P(E) . P(F)
d)  P(E ∩ F) =  P(E) . P(F)    

 


   =  0.24


         =  0.36 



bulunur.

 
Teorem: Bağımsız olaylar. E ve F bir S örnek uzayında bağımsız olaylar 

 

_  
     _
  _

olsun.  E ve F, E ve F, ve E  ve F bağımsızdır.

 
İspat:  Aşağıdaki tabloda gösterilmektedir.

 




_




F

F

  




     _



E        
    P(E). P(F) 
    P(E). P(F)

P(E)

 
_
        _

        _
     _

    _


E
    P(E). P(F)
    P(E). P(F)

P(E)

 




  _

 

          P(F)
          P(F)

   1

 
Tarif: Tam Bağımsızlık: m sayıda olay tam bağımsızdır demek bunların bütün kombinasyonları – hangi sayıda alınırsa alınsın – bağımsızdır demektir.

 
m = 3 için E1, E2, E3’ün tam bağımsızlığı şu eşitliklerin sağlanması demektir:

 

   P(E1 ∩ E2 ∩ E3) = P(E1) . P(E2) . P(E3)

 


P(E1 ∩ E2) =  P(E1) . P(E2)

 


P(E1 ∩ E3) =  P(E1) . P(E3)

 


P(E2 ∩ E3) =  P(E2) . P(E3)

 
Bunların tamamlayıcıları için de bu tür eşitlikler geçerlidir.  Mesela,

 

 _


_                                  

 
P(E1 ∩ E2 ∩ E3) = P(E1) . P(E2) . P(E3)

  
Misal:  Çiftler halinde bağımsız olan fakat üçlü bağımsız olmayan olaylar. 

İki para atışını düşünün: E1  “ilk atış tura”, E2  “ikinci atış tura”,  E3  “atışlar aynı” olsun.

 

P(E1) = P(E2) = P(E3) = 1/2  


S = { YY, YT, TY, TT }

 
ve 
P(E1 ∩ E2) = P(E1 ∩ E3) = P(E2 ∩ E3) = 1/4

 
fakat   
P(E1 ∩ E2 ∩ E3) = 1/ 4   =/=  P(E1) . P(E2) . P(E3) =  1/8

 

E1 : İlk atış tura 

P(E1) = 2/4 = 1/2

 

E2 : İkinci atış tura 

P(E2) = 2/4

 

E3 : Üçüncü atış tura 

P(E3) = 2/4

 
Problem:  Bir ayakkabı fabrikasında aynı numara için üst, taban ve topuk (ökçe) ayrı ayrı imal ediliyor ve rastgele bir ayakkabı şeklinde bir araya getiriliyor. Üstlerin % 5’i,  tabanların % 4’ü, ve ökçelerin % 1’i kusurlu ise, bu üç kısımdan oluşan ayakkabıların yüzde kaçı kusurludur?











 _   _        _

 
Çözüm:  U hatasız üst, T hatasız taban ve O hatasız ökçe olsun.  U, T ve O hatalı parçalar olsun. Tek ayakkabı için,

 
P(U) = 1 – 0.05 = 0.95
P(T) = 0.96 
P(O) = 0.99

 
Hatasız ayakkabı: 
P(U ∩ T ∩ O) = 0.95 x 0.96 x 0.99 ~  0.903


Çiftlerin de tesadüfi olarak birleştirildiğini kabul edersek,


P(iki ayakkabı hatasız) = P(sağ ve sol hatasız)

 



  = P(hatasız sağ) . P(hatasız sol)

 



  ~  0.903 x 0.903

 



  ~  0.815 

 
Problem:  Ampuller. Bir makina binde bir hatalı ampül üretiyor. Ardarda seçilen ampullerin durumu birbirinden bağımsız olduğuna göre, seçilen iki ampulün sağlam olma ihtimali nedir?

 
Çözüm:  E  “birinci ampul kusursuz”, F “ikinci ampul kusursuz” olsun.

  

P(E) = P(F) = 1 – 0.001 = 0.999

 

P(E ∩ F) = 0.999 x 0.999 = (1- 0.001)2  ~ 1 – 2(0.001)

 






     ~  0.998

 
 Problem: A ve B gibi iki kasaba arasında birkaç kilometre arayla üç trafik ışığı vardır. Bu ışıklar bir dakika arayla yol veriyor. Üç ışık sırasıyla 30, 40 ve 50 saniye süreyle yeşil yanıyor.

 
a) Bir otomobilin ışıklarda durmadan A’dan B’ye gidebilme ihtimali nedir?

 
b) Tam bir ışıkta durma ihtimali nedir?

 
c) Tam iki ışıkta durma ihtimali nedir?

 
d) Tam üç ışıkta durma ihtimali nedir?

 
(Kabuller: Sürücüler trafik kurallarına uyuyor ve tolda başka araba yok.)

 
Çözüm:

 

a)
L1 = 30/60 = 1/2


 


L2 = 40/60 = 2/3


 


L3 = 50/60 = 5/6

P(L1 ∩ L2 ∩ L3) = 10/36 = 5/18

 


_

_

_

 


L1 = 1/ 2
L2 = 1/3 
L3 = 1/6

 


    _        

  

b) 
P(L1∩ L2∩ L3) = 1/ 2 . 2/3 . 5/6 = 10/36

 



_

 


P(L1∩ L2∩ L3) = 1/ 2 . 1/3 . 5/6 = 5/36

 


 
        _

 


P(L1∩ L2∩ L3) = 1/ 2 . 2/3 . 1/6 = 2/36     
Toplam = 17/36

 


    _
_


 

c)  
P(L1∩ L2∩ L3) = 1/ 2 . 1/3 . 5/6 = 5/36

 


    _
        _

 


P(L1∩ L2∩ L3) =  1/ 2 . 2/3 . 1/6 = 2/36 

 



_      _


 


P(L1∩ L2∩ L3) = 1/ 2 . 1/3 . 1/6 = 
1/36
Toplam=8/36= 2/9   

 


    _      _      _  


 

d)  
P(L1∩ L2∩ L3) =  1/ 2 . 1/3 . 1/6  = 1/36

 
ŞARTLI  İHTİMALLER

Daha önce örnek noktaları eşit ihtimalli örnek uzaylarının şartlı  ihtimallerini görmüştük. Şimdi şartlı ihtimal kavramını daha genel örnek uzayları için genişleteceğiz. Bu kısımda şartlı ihtimallerin iki sınıf uygulamalarını ele alacağız:

 
1)  Bir örnek uzayında ihtimallerin bulunması.

2) Deney sonuçlarına göre alternatif hipotezler için “inanılırlık derecesi”ni değiştirme.

 
Misal. Düzensiz bir tetrahedron (dört yüzlü) havaya atılıyor. 1, 2, 3, 4 diye işaretlenen dört yüzün tabanda durma ihtimalleri 0.1, 02, 0.3 ve 0.4’tür. Bu durumda 

“1. veya 2. yüz tabanda” olma ihtimali verildiğinde, bunun birinci yüz olma ihtimali nedir?

 
Çözüm: Birinci veya ikinci yüzün tabanda olma ihtimali verildiği için öteki ihtimalleri gözardı edebiliriz. İkinci yüzün ihtimali birincinin iki katı olduğundan, ihtimaller 1/3 ve 2/3 olur. (Hatırlatma: Sınırlandırılmış örnek uzayında 3 nokta var.)

 
P(yüz1 | yüz1 veya yüz2) = 0.1 / (0.1 + 0.2) = 1/3

 
Sonucun genel ifadesini yazacak olursak:





     P(A)

 
  P(A | A veya B) =  ------------------

 
    


P(A) + P(B)

 olur ki, burada A ve B birbirini dışlayan olaylardır.

 
Problem: Renk körlüğü. Erkeklerin % 5’inin, kadınların da % 1’inin renk körü olduğunu ve erkek ve kadınların nufusun % 50 ve % 50’sini meydana getirdiğini kabul edelim. Bir araştırmacı tesadüfi olarak bir renk körünü seçiyor. Seçilen kişinin a) Erkek olma ihtimali, b) kadın olma ihtimali nedir?

 
Çözüm: Aşağıdaki tablo ihtimalleri gösteriyor. Bin kişiden 25’i erkek 5’i  kadın renk körü ise, şartlı örnek uzayındaki nokta sayısı 30 olur.

 

renk körü 
normal

satır toplamı

 

     R

    N




  E
 0.025

 0.475 

0.500


ihtimaller

 
  K 
 0.005 

 0.495 

0.500

 
P(erkek-rk)=25/30

       sütun        







P(kadın-rk) = 5/30

       toplamı      0.030

 0.970

1.000

 

Erkek renk-körü = 0.5 x 0.05 = 0.025

 

Kadın renk-körü = 0.5 x 0.01 = 0.005

 




toplam = 0.030 

 
P(erkek | renk-körü) = P(E | R) = 5/6


P(E ∩ R)  / P(R)

 
P(kadın | renk-körü) = P(K | R) = 1/6













 
Tarif: Şartlı ihtimal. B olayı verildiğinde A olayının şartlı ihtimali P(A|B) olarak gösterilir ve şu şekilde tarif edilir:

 


        P(A ∩ B) 


 

P(A | B) =  -------------

 


            P(B)

Burada A, B ve A ∩ B bir S örnek uzayında olaylardır ve P(B) =/= 0 dır.

 
Hatırlatma: Yukarıdaki eşitliğin iki tarafını P(B) ile çarparsak:

 


P(A ∩ B) = P(B) . P(A | B)
elde ederiz.

 
A ∩ B = B ∩ A olduğundan 
P(B ∩ A) = P(B) . P(A | B)

 


P(A ∩ B) = P(A) . P(B | A)
bulunur.

 
Yukarıdaki eşitlik üç veya daha fazla olay için de genişletilebilir. Mesela, 

A, B ve C gibi üç olayın birlikte olması ihtimali için

 


P(A ∩ B ∩ C) =  P(A) . P(B | A) . P(C | A ∩ B)

 
Öte yandan,
P(A | B) = P(A ∩ B) / P(B)  eşitliğine şu şekilde de bakabiliriz:

 

------------------------

 

  S




A*

 

         A
          B




S* = B

 

------------------------

 
Eğer bize B verilmişse, S’deki bütün öbür noktaları ihmal edebiliriz ve B’yi yeni bie S* örnek uzayı olarak düşünebiliriz. B içindeki toplam ihtimal de 1 olur. B içindeki her noktanın ihtimali 1/ P(B) ile çarpıma eşittir.

 

Pi*  =  Pi / P(B)
iki tarafı da bütün i değerleri için toplarsak:


     

  >  Pi

P(B)

 
     >
Pi* =  -----------  =   ----------  = 1 
olur.




P(B)

P(B)

Buradan da




       m  
     m

 

P(A | B) =   >   Pi*    =    >    Pi / P(B) =  P(A ∩ B) / P(B) 

 


      i=1

    i=1


 
Problem: Tura gelene kadar veya üç defa bir para atılıyor. İlk atışta tura gelmediği  verildiğine göre, paranın üç defa atılma ihtimali ne olur?

 
Çözüm: Örnek uzayı şöyledir, 
S = { T, YT, YYT, YYY }

 

P(T) = 1/ 2 
P(YT) = 1/ 4 
     P(YYT) = 1/8  
P(YYY) = 1/8

 
Bunların toplamı 1’e eşittir (1/ 2 + 1/4 + 1/8 + 1/8 =1). 

 
B olayını “ilk atışta tura yok” diye verirsek,   B = { YT, YYT, YYY }

 

P(B) = 1/4 + 1/ 8 + 1/8 =  1/ 2        olur.     

 
Şimdi A olayını da “para üç defa atılıyor” diye verirsek, o zaman

 

A ={ YYT,  YYY } 

P(A) = 1/4

 

A∩ B = A 

P(A∩ B) = 1/ 4

 



P(A∩ B)
1/4

 

     P(A | B) =  ------------ =  --------- =  1/ 2
bulunur.

 



     P(B)
1/2

 
Problem: Düzgün olmayan bir dört-yüzlü havaya atılıyor. Yüzler 1, 2, 3 ve 4 diye numaralandırılmıştır. Dört-yüzlü durduğu zaman yüzlerin yerde olması ihtimalleri sırasıyla 0.1, 0.2, 0.3 ve 0.4’tür.  Dördüncü yüzün yerde olmadığı bilindiği takdirde üçüncü yüzün yerde olma ihtimalini bulunuz.

 
Çözüm: 
P(y1) = 0.1, 
P(y2) = 0.2, 
P(y3) = 0.3, 
P(y4) = 0.4

“Dördüncü yüz yerde değil” B,  “üçüncü yüz yerde” A olayı olsun.

 
Toplam örnek uzayı     
S = { y1, y2, y3, y4 }  


 
B şartına göre örnek uzayı:  
S’ = { y1, y2, y3 }


S’ içinde ihtimaller: 
P(y1) = 1/6, 
P(y2) = 2/6, 
P(y3) = 3/6 = 1/2

 
Demek ki üçüncü yüzün yerde olma ihtimali
P(y3) = 0.5’tir.


BİR  ÖRNEK  UZAYINDA  İHTİMALLERİN  BULUNMASI  İÇİN 

 
ÇARPIM  KURALININ  KULLANILMASI

 
Şimdi A ve B’nin bağımsız olmadığı durumlarda,

 
P(A ∩ B) = P(B ∩ A) = P(A) . P(B | A) 
kuralının nasıl kullanıldığını

göstereceğiz.

 
Misal:  Ayhan annesiyle alışverişe çıkmayı sever, çünkü annesi bazan ona oyuncak alır. Annesinin Ayhan’ı alışverişe götürmesi ihtimali bu gün 0.4 olsun. Götürdüğü zaman oyuncak alma ihtimali de 0.8 olsun. Annesinin onu bu gün çarşıya götürüp oyuncak alma ihtimali nedir?

 
Çözüm:   
   P(çarşı ve oyuncak) = P(çarşı) . P(oyuncak | çarşı)

 





= 0.4 x 0.8 = 0.32


Misal:  Yerine koymadan çekiliş. Bir kutuda 5 beyaz ve 10 kırmızı top bulunsun. İki top birbiri arkasına çekiliyor, fakat yerine konmuyor. Bu deneyin mümkün sonuçları için bir örnek uzayı çizin ve ihtimalleri gösterin.

 
Çözüm: “Beyaz top” için B, “kırmızı top” için K dersek, örnek uzayı olarak

 


S = { (B,B), (B,K), (K,B), (K,K) }

 
Toplar tesadüfi seçildiğinden  P(B,B) için 
P(birinci beyaz) . P(ikinci beyaz)

 

P(B,B) = P(birinci beyaz) x P(ikinci beyaz | birinci beyaz))

  

P(B,B) = 5/15 . 4/14 = 2/21

 

P(B,K) = 5/15 . 10/14 = 5/21



P(K,B) = 5/21

 

P(K,K) = 10/15 . 9/14 = 9/21

 



İkinci top

 



B
K
 sıra toplamı

 

İlk top
  B
2/21
5/21 
   1/3

 


  K
5/21
9/21
   1/3

 



1/3
2/3
    1


BAYES  TEOREMİ


Bayes teoremi ihtimaller hesabının bilimsel çalışmalarda kullanılan önemli bir teoremidir. Bu teoremi bir örnek üzerinden anlatmaya çalışalım.

 
Problem:  İki Torba. Bir zar iki defa atılıyor. Eğer 1 veya 6 gelirse I. torbadan bir top çakiliyor, aksi halde II. torbadan bir top çekliyor. I.  torbada 3 kırmızı, 2 beyaz ve 1 mavi top bulunuyor; II.  torbada ise 4 beyaz, 2 de mavi top bulunuyor, kırmızı top bulunmuyor. Bu deneyin mümkün sonuçları için bir örnek uzayı kurunuz ve

 
a) Deneyde bir beyaz top çekilme ihtimalini bulunuz,

 
b) Beyaz top çekildiğinde I.  torbanın kullanılmış olması ihtimalini bulunuz.

 
Çözüm:  Deney şartları şu ihtimalleri gerektiriyor:

 
P(I) = 1/3 
P(K| I) = 1/ 2 

P(B| I) = 1/3 

P(M | I) = 1/6

 
P(II) = 2/3
P(K| II) = 0 

P(B| II) = 2/3

P(M | II) = 1/3

 
Bu verileri kullanarak torbayı ve seçilen topun rengini gösteren örnek uzayını kurabiliriz.

 


 K
 B
 M
   satır toplamı

        torba
I
1/6
1/9
1/18
       1/3




II
 0
4/9
2/9
       2/3  

      sütun 

1/6 
5/9 
5/18
        1

      toplamı




        P(I ∩ B)
        1/9   
1

 

P(I | B) =  -------------- =  --------  =  ----

 



P(B)
        5/9
5

 
Beyaz top seçildiğinde I torbadan olması ihtimali artık  1/3 değil, 1/5’tir.

 
Problem: Yukarıda verilen iki torba (I ve II) örneğinde, birinci top çekilip yerine konup karıştırıldığında ve aynı torbadan ikinci top seçildiğinde ve iki top da beyaz olduğunda I. ve II. torbaların kullanılmış  olmasının deney sonrası ihtimalleri nedir?

 
Çözüm: Örnek uzayı S’nin örnek noktalarını (I; K,K),  (I; K,B) … şeklinde ve (II; M,M)’ye kadar sıralarız. Burada mesela (I; K,B) şunu ifade etmektedir: “I. torba kullanıldı, ilk top kırmızı, ikincisi beyaz”. 

 
Böyle bir örnek uzayında, şartlı ihtimaller kuralına göre bunun noktalarına ihtimaller veriyoruz. Mesela, ikinci topun seçilmesinden önce birinci topu torbaya koyduğumuz için,

 
P(I; K,B)  =   P(I) . P(K| I) . P(B| I)

 

     =    1/3 . 1/2 . 1/3  = 1/18  
buluruz.

 
Bu örnekten maksadımız Bayes Teoremi’nin genel ifadesine ulaşmaktır, bu yüzden hemen sayısal çözümü amaçlamayacağız.

 
E olayı  “iki beyaz top seçildi”  olsun.  Bunun örnek noktaları

 
 

E =  { ( I; B,B), (II; B,B) }
olur.

 
Ayrıca,  
H1   “I. torba kullanıldı” 
olayı

 


H2   “II. Torba kullanıldı”
olayı olsun.

 
H1 ve H2 birbirini dışlıyor ve bunların birleşimi de S’dir. Şimdi şu şartlı ihtimalleri 

 
 

P(H1 | E),
P(H2 | E) 
bulmak istiyoruz. 

 
Şartlı ihtimaller için formülümüz:

 




P(H1∩ E) 

 


P(H1 | E) =  ----------------



(1)

 




   P(E)

 
H2 için de benzer eşitliği yazabiliriz.


Şimdi  P(H1∩ E) ve P(H2∩ E)’yi hesaplayabiliriz.

 

P(H1∩ E) =  P(I; B,B)  =  1/3 . 2/6 . 2/6  =   1/27

(2a)

 

P(H2∩ E) =  P(II; B,B) =   2/3 . 4/6 . 4/6 =   9/27 

(2b)

 
Ayrıca

 

P(E) = P(H1∩ E) +  P(H2∩ E)  =  9/27 


(3)

 
Çünkü E, ya H1 ile ya da H2 ile olur, ikisiyle birden olmaz. Şimdi (2) ve (3) eşitliklerini (1)’de yerine koyarsak

 



P(H1∩ E) 

    1/27
          



P(H1 | E)  =   ----------------------------------  =  ---------  = 1/9

 


  P(H1∩ E) + P(H2∩ E) 
     9/27

 



P(H2∩ E)

     8/27


 
P(H2 | E)  =   -----------------------------------  =  --------  =  8/9

 


P(H1∩ E) + P(H2∩ E) 
     9/27

 
Burada, “iki top beyaz” sonucunun, II. torbanın olaydan sonraki yüksek ihtimaline nasıl yansıdığını görüyoruz Bunun sebebi II’de beyaz topların sayısının ağırlıklı olmasıdır. Bu örneklerden Bayes Teoreminin genel ifadesine geçebiliriz.

  
Birbirini dışlayan ve tamamlayıcı H1, H2, …, Hn  hipotezleri bulunsun ve bunlar deneyle test edilecek bir olayı açıklamak için geliştirilmiş olsun. Deneyin yapılmasından önce bu hipotezlere ön ihtimaller vermek çok zor olabilir. Ancak deneyci böyle hipotezlere, kendisinin bunlar hakkındaki değerlendirmeleriyle orantılı ihtimaller atayabilir.

 
Sonra, ön ihtimalleri yenilemek için kanıtlar bulmak amacıyla bir deney yapılır. Bu kanıtlar bazı hipotezlere deney sonrası çok düşük ihtimaller atamaya ve bunları değerlendirme dışı bırakmaya yol açabilir. Bu şekilde bilimsel kanıtlar toplanabilir ve bunlar araştırma alanıyla ilgili bazı hipotezler hakkındaki ihtimalleri kuvvetlendirip, bazılarınınkileri de zayıflatabilir. Daha fazla kanıt toplandıkça da bu hipotezlere daha önce atanmış olan ön ihtimaller önemini kaybetmeye başlar.


Bayes Teoremi: H1, H2, … , Hn birbirini dışlayan ve toplamları bir deneyin S örnek uzayı olan olaylar olsun. S uzayının rasgele bir olayı E olsun öyle ki P(E) =/= 0, o zaman

 
----------------------------------------------------------------------------------

 
  



P(H1∩ E) 

 
      P(H1 | E) =  ------------------------------------------------------

 


    P(H1∩ E) + P(H2∩ E) + … + P(Hn∩ E)

 
-----------------------------------------------------------------------------------

 
İspat: n = 3 için ispat şu şekildedir:

 

--------------------------------------------

 

      
H1
     H2

H3
    S

 



         
E

 

--------------------------------------------

 
Üç hipotez  H1, H2 ve H3 birbirini dışlayan ve tamamlayıcı hipotezler olsun, bunların toplamı S’dir. Bu durumda

 

E’nin   
H1 içindeki kısmı 
H1∩ E

 

           
H2 içindeki kısmı
H2∩ E

 


H3 içindeki kısmı 
H3∩ E

 
Bütün E olayı ise bu üç dışlayıcı olayın birleşimidir. Örnek uzayının bölünmesi için şu tabloyu verebiliriz.

 


    
    
olay

 

    



_

 

hipotez 
     E 

E 
         sıra toplamı

 





         _



   H1

H1∩ E

H1∩ E 
H1

  





         _ 




   H2 

H2∩ E

H2∩ E 
H2

 





         _

 

   H3 

H3∩ E 
H3∩ E

H3

 





     _  

 
          sütun

    E

     E 

S

 
       birleşimi     ---------------------------------------------------

 
Olayların ihtimalleri de

 





      _


 
   hipotez
      E 


      E  

    satır toplamı








 _

 

H1 
P(H1∩ E) 

P(H1∩ E) 
 
P(H1)

 






 _

 

H2 
P(H2∩ E) 

P(H2∩ E) 
 
P(H2)


 





 _

 

H3 
P(H3∩ E) 

P(H3∩ E) 
 
P(H3)







        _


  sütun  
   P(E)


    P(E)


   1

 
  toplamı

 
H’lar birbirini dışlayıcı olduğundan ilk sütun toplamı,

 

P(E) = P(H1∩
E) + P(H2∩ E) + P(H3∩ E)

olur.

 
Şartlı ihtimal bağıntısından da şunu yazabiliriz:

 



P(H1∩ E)  


P(H1∩ E)

 

P(H1 | E) =  ------------------ =  ------------------------------------------------

 



    P(E) 
     P(H1∩ E) + P(H2∩ E) + P(H3∩ E)

 
Burada n = 3 için ispat böylece tamamlanmış olur;  n = 2 veya n > 3 için ispatlar aynı şekilde yapılır.

 
Problem:  Bir fabrikada A makinası imalatın % 30’unu, B makinası % 25’ini, C makinası da kalan % 45’ini yapıyor olsun. A makinasının ürettiği malların % 1’i,  B’nin  % 1.2’si,  C’nin de % 2’si kusurlu olsun. Bir günde üç makina 10,000 parça üretiyor olsun. Günün sonundaki maldan  bir parça alınmış olsun ve bu kusurlu olsun. Bu malın A, B veya C tarafından üretilmiş olması ihtimali nedir?

 
Çözüm:  
E, H1, H2 ve H3’ü şöyle tarif edelim:

 


E = kusurlu parça


hipotez 
H1 = parça A makinasının imalatı

 


H2 = parça B makinasının imalatı

 


H3 = parça C makinasının imalatı

 
O zaman   P(H1 | E) parçanın kusurlu olduğu verildiği hal için A makinası tarafınan üretilmiş olma ihtimalidir.

 
P(H1∩ E) de “A makinasında imal edlmiş ve kusurlu” olayının ihtimalidir. 

 
Aynı şekilde  P(H2∩ E) ve P(H3∩ E) tarif edilir. Bu veriler bir günlük imalat sonund seçilen bir parçanın ihtimallerini şu şekilde verir:

 

P(H1) = 0.30

P(E | H1) = 0.010

 

P(H2) = 0.25 

P(E | H2) = 0.012

 

P(H3) = 0.45 

P(E | H3) = 0.020

 
Bu verilerden şunları hesaplayabiliriz:



P(H1∩ E) =  P(H1) . P(E | H1) = 0.003



P(H2∩ E) =  P(H2) . P(E | H2) = 0.003



P(H3∩ E) =  P(H3) . P(E | H3) = 0.009

 





      -------

 



  toplam      P(E) = 0.015 


 
Malların içinden bir parça alınmadan önce bunun A, B ve C makinaları tarafından imal edlmiş olması ihtimalleri sırasıyla 0.30, 0.25 ve 0.45’tir. Bayes Teoremi, seçilen parçanın kusurlu olması ek bilgisine sahip olduğumuzda bu ihtimallerin nasıl yenilendiğini göstermede faydalıdır. Yeni ihtimaller şöyle olacaktır:

 


P(H1∩ E)
     0.003

 
  P(H1 | E) =  ----------------  =  ------------ =  0.20

 


    P(E)

     0.015




P(H2∩ E)
     0.003

 
  P(H2 | E) =  ----------------  =  ------------ =  0.20

 


    P(E)

     0.015




P(H3∩ E)
     0.009

 
  P(H3 | E) =  ----------------  =  ------------ =  0.60

 


    P(E)

     0.015

 
Sonuçları özetlersek: 

 





         makina

 





A
  B
  C

 
Deney öncesi ihtimal






(malın kusurlu ol. bilinmesinden önce)         0.30 
0.25   
0.45


Deney sonrası ihtimal

(malın kusurlu ol. bilinmesinden sonra)        0.20
0.20
0.60


 
İşte bu örnek Bayes Teoremi’nin başlıca uygulamalarından birini göstermektedir.

 
Burada demek ki  H1, H2, … Hn  hipotezleriyle  bağlantılı bir dizi ön ihtimallerle başlıyoruz. Sonra  bir deney yapıyoruz ve E olayının olduğunu gözlemliyoruz. Sonra da bu bilgiyi ön ihtimalleri değiştirmede kullanıyoruz, yani

 

P(H1)’i 
P(H1 | E) 
ile,

 

P(H2)’yi 
P(H2 | E) 
ile,

 

   … 

    …

 

P(Hn)’i
P(Hn | E) 
ile  değiştiriyoruz.

 
Bunu yaparken de Bayes eşitliğini 

 



       P(H1∩ E)

 
P(H1 | E) =   ----------------------------------------------------   

 


P(H1∩ E) + P(H2∩ E) + … + P(Hn∩ E)

kullanıyoruz.

 
Hatırlatma:  P(H1∩ E)’yi hesaplamak için deneyden önceki P(H1) ihtimalini ve H1 verildiğinde E’nin şartlı ihtimalini kullanıyoruz, çünkü

 

P(H1∩ E) = P(H1) . P(E| H1)  dir.


Öteki hipotezler (H2 vs.)  için de aynı şekilde

 

P(Hi∩ E) =  P(Hi) . P(E | Hi)  dir.

 
Bu eşitlikleri Bayes formülündeki pay ve paydada yerine koyarsak

 

 


P(H1) . P(E | H1)

 
P(H1 | E) =  ---------------------------------------------------------------------------

 


P(H1) . P(E | H1) + P(H2) . P(E | H2) + … + P(Hn). P(E | Hn)

elde ederiz. Son eşitliğin sol tarafı E verildiğinde H1’in deneyden sonraki ihtimalini verir; eşitliğin sağ tarafında da deneyden önceki H1, H2, … , Hn ihtimalleri ve H1 verildiğinde E,  H2 verildiğinde E, ve sair ihtimaller gösterilmektedir.

 
TESADÜFİ DEĞİŞKENLER VE İHTİMAL FONKSİYONLARI

 
Tarif:  Tesadüfi Değişken. Değeri bir deneyin sonucu ile belirlenen değişkene tesadüfi değişken denir.

 
İhtimal Fonksiyonu: X bir tesadüfi değişken olsun; mümkün değerleri x1, x2, …, xi  ve bunlara ilişkin ihitmaller f(x1), f(x2), … , f(xi) olsun. Bu takdirde elemanları

 

(xi, f(xi)) 
i = 1, 2, …, t

sıralı çiftler olan f  kümesine X’in ihtimal fonksiyonu denir.

 
Misal:  1 ile 10 arasında tesadüfi seçilen bir tamsayının bölenleri: 

 
tamsayı     
|     1    2    3    4    5    6    7    8    9    10

    
-----------------
|------------------------------------------------------

 
bölen sayısı
|     1    2    2    3    2    4    2    4    3     4  

t = 4 sayıda bir tesadüfi değişkendir ve şu mümkün değerleri alır:

 

x1 = 1,       x2 = 2,    x3 = 3,   x4 = 4

Bunlara ilişkin ihtimaller şu tabloda verilmektedir:


ihtimal  f(x)    
|     0.1    0.4    0.2   0.3

    
-----------------
|-----------------------------

 
bölen sayısı  x
|     1         2       3      4     

 
İhtimal fonksiyonlarının sıralı çiftler şeklinde verilmesi verilmesi yerine eşdeğer olarak f(x) için bir formül veya tabloyla göstermek daha uygundur.

 
İhtimaller olaylara, yani örnek noktaları kümelerine verilir ve her mümkün olayın ihtimaline örnek uzayı üzerinde ihtimal dağılımı enilmektedir. Genel olarak ihtimallerden bahsedilirken ihtimal dağılımı ve ihtimal fonksiyonu aynı anlamda kullanılır.

 
BİR TESADÜFİ DEĞİŞKENİN MATEMATİK ORTALAMASI:

 

POPÜLASYON  ORTALAMASI

 
Matematik ortalama ve popülasyon ortalaması kavramlarını açıklamak için bir örnek problem verelim:

 
Örnek Problem: 1’den 10’a kadar tam sayıların bölenlerinin sayısı tesadüfi olarak seçiliyor. Bu bir tesadüfi X değişkenidir. Beklenen değer ne olur.

  
Çözüm:  Yukarıda verilen tablo, x bölenlerin sayısı için bir ihtimal fonksiyonunu veriyor. Bu ihtimal fonksiyonunu kullanarak popülasyon ortalamasını hesaplayabiliriz. Sonuç şudur:

          

(1 x 0.1) + (2 x 0.4) + (3 x 0.2) + (4 x 0.3) =  2.7

Bu sayı, deneyin çok sayıda tekrarlanmasından bekleyeceğimiz bir ortalamadır. Tabii burada hiçbir sayının 2.7 böleni yoktur. Ayrıca, deney bir defa yapıldığında en muhtemel bölen sayısı 2’dir, çünkü bu en yüksek ihtimale sahiptir.

 
Tarif:  Örnek Ortalaması. X bir tesadüfi değişken olsun, bunun değerleri x1, x2, … , xt olsun; n sayıda gözlem x’in değerlerini versin; n1’in değeri x1, n2’nin değeri x2, …, nt’nin değeri xt olsun.

 

 frekanslar 
||     n1      n2      …     nt 

 

-----------------||-------------------------------

 

 X değerleri   
||     x1      x2      …    xt  

 O zaman bu örnek için X ’in ortalama değeri:

            _          x1 n1 + x2 n2  +  … xt nt
         xi ni


    
x =  ------------------------------------  =   ------------------

 

n1 + n2 + … + nt 


ni
veya


    ​_     
1


 
    x  = ---  ∑  xi ni



          
n       
 
Tarif: Matematik beklenen: Popülasyon Ortalaması.

 
X ihtimal fonksiyonu aşağıdaki gibi bir tesadüfi değişken olsun

 
İhtimal,  f(x)   
|   f(x1)     f(x2)    …      f(xt)

     
----------------- |-----------------------------------------

  
X’in değeri x
|      x1        x2      …      xt
 
X’in matematik bekleneni (expectation) E(X) şöyle tarif edilir:

 

E(X) = x1 f(x1) + x2 f(x2) + … + xt f(xt)

 

E(X) =  ∑   xi f(xi)
 
E(X)’e aynı zamanda X’in ortalaması  veya popülasyon ortalaması denir.

 
Örnek Problem: Bir Amerikan yaşama tablosuna göre 25 yaşındaki birinin bir yıl daha yaşama ihtimali 0.992’dir. (Bir yıl içinde ölme ihtimali de 0.008’dir.) Bir sigorta şirketi böyle bir insana bir yıllık hayat sigortası olarak 1000 dolar teklif ediyor ve buna karşılık sigorta ücreti olarak 10 dolar istiyor. Bu şirketin beklenen kazancı nedir?

 
Çözüm:  X kazancı bir tesadüfi değişkendir ve bu, adam yaşarsa 10 dolar, ölürse –990 dolardır. İhtimal fonksiyonu şöyledir:

              
f(x)   
|     0.992         0.008
 
        ----------- 
|--------------------------

 

   x 
|    + 10            - 990

 
u  =  E(X) =  10 x 0.992 – 990 x 0.008  = 2

 
Burada beklenen kazancın (idari masraf ve vergiler dışında) pozitif olması gerekir ki şirket iş yapabilsin ve faydalanacak kişilere ve poliçe sahiplerine ödeme yapabilsin.


BİR TESAFÜFİ DEĞİŞKENİN  FONKSİYONUNUN ORTALAMASI

 
Tarif:  Bir fonksiyonun ortalaması. X bir tesadüfi değişken olsun, bunun ihtimal fonksiyonu da şöyle verilmiş olsun:

ihtimal,  f(x)   
|   f(x1)     f(x2)    …      f(xt)

     

----------------- |-----------------------------------------

  

X’in değeri x
|      x1        x2      …      xt

H da X’in bir fonksiyonu olsun; o takdirde yeni tesadüfi değişken H(X)’in ortalama veya beklenen edğeri şu formülle verilir:

 

E[H(X)] = H(x1) f(x1) + H(x2) f(x2) + … + H(xt) f(xt)

veya 

E[H(X)] =     ∑  H(xi) f(xi)
 
DEĞİŞKENLİK

 
Tarif:  Ortalama mutlak sapma.  X , ortalaması  u olan bir tesadüfi değişken olsun,



E(X) = u

O takdirde X ’in  u’den ortalama mutlak sapması  | x- u |

     

X ’in ortalama mutlak sapması =  E( | x – u | )

 
Tarif: Varyans.  X , ortalaması E(X) =  u olan bir tesadüfi değişken olsun. 

X ’in varyansı şöyle tarif edilir:

 
Var(X) = E [(X- u)2] =   ∑  (xi -  u)2 f(xi)
Yani X ’in varyansı, X ’in ortalamasından, ortalama kare sapmasıdır.

 
Tarif: Standart sapma.  X , ortalaması  u olan bir tesadüfi değişken olsun.

X ’in standart sapması varyansının pozitif kare köküdür:

            
σ  x   = √Var(X)    = √ E[( X -  u)2]





       2

veya 
 

Var(X) =  σ   x 
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